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Basi di uno spazio vettoriale

Una BASE B di uno spazio vettoriale V(K) & un insieme
FINITO e NON VUOTO di vettori, tali che:

1- L(B)=V (cioe B ¢ insieme di generatori di V(K) )
2- B ¢ LIBERO
Gl spaz1 vettoriali presi m considerazione in questo

corso di Algebra e Geometria sono finitamente

generati.

Uno spazio vettoriale V, V£{0} su K ha dimensione

n se e solo se le sue basi hanno n vettori.

OSSERVAZIONE:

Uno spazio vettoriale V sul campo K di dimensione n
ha:

¢ sottospazi vettoriali di dimensione da 1 an;

¢ 1l sottospazio vettoriale banale contenente solo 1l vettore

nullo che non ha base.
Esempi:

1)Lo spazio vettoriale delle potenze di R, (R”, +, ")

ha dimensione n.

Una base ¢ (4n0,---n 0):(014@.-,0),-. / (Q.-, QJB
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2)Lo spazio vettoniale geometrico (V, (R), +, )

ha dimensione 3.

Unabase ¢ ... “*[63«3
Vz{ok| .

v=(8) o5

3)Lo spazio vettoriale delle matrici (R™", + - ) ha

dimensione mn.

Una base:
((1 0 -+ 0y(0 1 - 0) © 1) (0 0 - 0) o)
0 1100 | 1o o0 '
[ | ' [ .
Lo o/lo o/ Lo o) 1 o/ o 1))

Esercizio 1
Dati 1 seguent:1 sottospazi vettoriali, determina una

base e la dimensione per ciascuno:

a) U, = {(x.y.2) € R [x=0 Ay +32=0};

b) U, = {(x,y.zt) € R*|3t=0 A x-3z2=0};
¢) Us = {(x.y.zt) € R* | x+y=0 A x +22=0};

D A

o

Q) U,=4|2z ¢ X,y,Z,t,u,VERIX=V=O/\y-t=0

>
u v

e) Us = {(a,3.20.0) € R* | o, Be R},
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a) U, = {(x.y.z) € R [x=0 Ay + 3z :__0};
(0,732 2)eUn Jzek, J=-32
(O -322)= 2(0 2 4\ = {(0—34) =)e|
A(0,73 A) (o

ns.

fa

(O Md\ (0, ,0)(";)&:0 ,_.,E,mam
= .ﬁ:{\)’} -Zbea-}u U = dwmli=1.

b) U, = {(x,y,zt) € R*|3t=0 A x-3z=0};
":_—_0 X:32‘.
(39‘)3- 2 D)e,\)z fayeR-
%(3 oA ,Q-].%(olalo,cﬁ
Be[(3i044, (04,0 ¢i. gue . 0,
°((3,°|“:°\'|’[>(°,‘ O‘b (°/ 19,0)

(34, ?, |O\ (o,o o o)

deosp =) & hins =) Bl
dimly =2
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9 Uszl(x,xj ,%&eﬁ"\ Xty=0 A X122=0}
! X =4

=%
(-22,2%,2 ,"c\ X=-22 {x= 22

m.;w?a
2(-2,24,0)4% (o,0,0)
33 ,_{ (2,24 ,o) (o,o,o‘(\.& el,da6. }OA U;

A= 2,2 4,0)'\’”’0 0“) ( 1010\

(Z.l L&V\‘ﬂ (0|o,o,o\ el-=0c|>
Bizlibre  dulg=2

& U(,=[(,:§ | x<v=0 A 3-!::0}
y v 'jct
(E:) cn-x,%,uéﬁ'
o1
i(iz)re (i) v 3

B iAtl”u"& Eihs d p.
><~(°°§® d= (»e\' -0 3Bzl
VLR e o obml=3.
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@© Us-{(o(,f, w, 0) € IZ"’ -(.f,etR}

‘(oo ploro.d
1 o'

85-?{ u;“f} Zus. o fo yu Us
(4)p,24,0) =(0,0,0,0)
J sF =0 =) BS z Koo

= Bg < tae
2)(‘54“\\)5’2’

Esercizio 2
Dati1 1 seguenti insiemi, determinare la copertura

lineare, una base e la dimensione della stessa.

a) A;={(1,2,0), (1.0,1), (0,-2.1)}:
0 y-1

4, = z 0 y,z,vER -

b) 0 v

¢) A;={(xy.2) e R |y=1Ax+22=0}.

Osservazione: A ha un numero finito di vettori.

Ay, A3ha11110 un numero infinito di vettori.
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M={ G0, (1 10,4), °n“2|")5
LAY (45,9 + i) +¥(0,2,4)
(J“"'hza'zh P*B\v’ (00, o)
ﬁff:o f: ‘;‘: o o=e Oz =-
{ (ﬂx‘:o {Bf:—fs P
0. (/1,0,4} ~{4,2,0) = (0,~Z, 4)
4(“1‘@“‘(&(4'0» = (°|°l°\
( ¥t u,p,(o, 0,9) -(-}:0 ) B(L(A«\)e{ u,-o-}
> dim )= 2,

© AP{(% 15) can g2 veR]
L(Ay): g-d=0 ol
LD{( X ;’) WQ.\%L(S B.=( A8

Ov €;}.§.di'¢..

. L.
3’(23\’«4(3‘?\%(03) “

00 °© A
A B C
oz _ :: 2 a=ta/= &‘Q\’”
(33)-{x3) 2= B dualL)=3




@ A3=1 (Y,‘*,%\Q. 23\ \a-‘l A )(;Zieo}
(—&J A %) =-2
L(P«s\ D 2(2,0A)+ (0,4 ,0)
LA = {(-Z-l, ‘E,d\ <2\ J,FQKS
Bf: {(-2,0,/% l(°,4|0\‘]
(;243(3,‘1\:(0,0,0) o) &:F-o
A (Be) = 2.

Esercizio 3
Trovare le componenti de1 vettor1 indicati rispetto alle

basi prescelte:
a)  v=(7,104), w=(5.5.-1)eR’ e
B=((1.2.0).(1.0,1).(0,0.2)) base di R’;
b)  (2.-3.04)e R' ¢
B=((1,1,0,0),(1,0,1,1),(0,0,2,0,(0,0,0,1)) base di R*;

(6 o}z oo oM< o) o<
B= , , , base di M,(R).
0 0J{2 010 2/L 0 O
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® 'B-_—((Jl,?.,o),(‘l,o'a\ (O,o,z)\ bane ot R
w=(%10,0)
el(d,z,&\-qs(‘t,o,/h-l—x (O,O,t)z (-’(-,20.(«\
(aep 28, (S’rZ‘a\ = (%40,
{Zf rj {f:sl Cattua= (s, ¢, +)
Pey=a \Y<1

w‘(sﬁl") (‘“?’ u, Fw‘) =(5'S|'43
whf.b""(s/z (2, ) ,

b) ar=(2,-3.0.4) € R* e
B=((1,1,0,0),(1,0,1,1),(0,0,2,0),(0,0,0.1)) base di R4;
0‘(”,4,0,0\"'?(4, °-"z*\+\’(°l°ﬂ|d* S(O,qo,d) = l?.‘,}, o 4)
(ot b 8 = (2-3,0,4)
1#?'-2. P:S _
ey {4&-5 CalP‘.&-g (-3 S, '72 ,.-4)

by=o | Y=l
F“‘ 8 = S -4
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o R
cobtle N[0 L)
(% TO-(1)
= (@ q=(2,9,4, -4) ¥ =4

Esercizio 4
Dato I'insieme S di M,(R)

2x 1
S{[ ] | x,:eR}
z —-Xx

a) determunare L(S), una base e dimensione;

b) wvenficare che la matrice

~4 3
I 2
appartenga a L(S) e in caso affermativo se ne

calcolino le component: rispetto alla base scelta al

punto a).

October 11, 2011
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X 4

5‘}(2 x )
(=503 2)

A B
L(9)< {(F’ ) X®| g7k

Big=]A/B/C) & . & pou.di Les)

L)

<=> o= P:r:o Bt\m
iva [(S)= 3

(*‘ 3)4(3\
g D-003)

Calify e =(=, 4,;)

A=
> {8
=1

-2
3

10
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Esercizio S
In R*(R) si consideri il sottospazio vettoriale
W={(2x,0.2x.y) € R*R) | x.yeR }
a) determinare una base ¢ la dimensione di W;
b) dimostrare che ((1.0,1,1).(-1.0,-1.0)) costituisce
una base per W;
¢) determinare le component: del vettore (4,0.4.4)

rispetto ad entrambe le basi.

® W} (=000 §) e | xiyek]

B X{?.,O,Z,o) +b! 0,0,0,/(.)

B, .-.(u,«r\q L, W:z
O ((4,044),(-4,014,0) < B,
* d(1,04,1)+ f(-4|0,-4,03= (°1°;°:°)
(6,0, 9+, d)= (00,0, i“’__"’

o L(®)=W LRy {(J‘Pnola' bl ’:':‘K‘])

B & W,




Lezione 5 - Esercitazioni di Algebra e Geometria — A.A. 2011/2012 October 11, 2011
“peax Jpsgr
o {5
@ (L" 0,4/6)= A0z, °)+f’ (0,0, 0,4)

(Zd,q 2d, F\

G=1d D d=}
(@] :r

(G014 = &[40 A )4 (4,01,

(o, 2 B Jots
<0

(oW 2 = ( 3,6\

ca%e‘.&::( q,&

Esercizio da svolgere
Determinare una base e la dimensione delle coperture

linear1 de1 seguent1 insiemi:

a) A; = {(x.,y) € R*|3x=1};

b) A, = {(xy.2) € R’ | x+y = 0}:

1 01)(011\(3 -21 .
A, = N A N N CR™
C) 2 10/l01 0)l6 10 ,

d) Ay={(a, o, B, a)e R4\ o, PBe R}
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e) As = {(x, v,z )e R*| x+3y=27-t=0 }:
f) Ag={(0,1,0,a)e R*| a e R }:
2) A; = {(1,0,1,0),(3,2,4,0),(0,1,0,0),(3.2,3.0)}c R*;

) As ={(1,0,1,0), (3,2.3,0),(0,1,0,0),(1,2,1,0)}c R*.

RANGO DI UNA MATRICE p(A)

E 1l massimo ordine di un minore estratto con
determinante non nullo.
Equivalentemente ¢ 1l massimo numero di righe

(colonne) linearmente indipendenti.

AeK™ p(A)<mmn { m,n}

13
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Osservazione 1

Il rango ¢ un invariante tra le matrici ottenute con
trasformazioni elementar1 T1, T2 e T3 che non
comnvolgano la moltiplicazione per lo scalare O.
Quindi potremo usare le trasformaziomi elementari

citate per semplificare la matrice e studiare 1 minori.

Osservazione 2 (teorema degli orlati)

Una matrice di K™" ha rango p se e solo se esiste un

minore estratto M di ordine p con determinante non

nullo e tutti 1 mmor: di ordine p+1 che orlano M

hanno 1l determinante nullo.

14
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Osservazione 3 (teorema di Kronecker)

Dato un insieme finito di vettor:1 C e indicata con A la
matrice nelle cu1 colonne (righe) sono state trascritte
le componenti de1 vettor1 rispetto ad una base, ne

segue che:

dim L(C)= p(A).

Dalle colonne (righe) di A che entrano nel minore
estratto, con ordine massimo e determimante diverso
da 0 (utilizzato per determmare 1l rango), posso

ricavare una base di L(C).

Riportare le component: de1 vettor: nelle righe della
matrice o nelle colonne per studiare la dimensione

della copertura lineare ¢ indifferente.

15
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x QU0 = plfl=¢
® ddA 1 (4 \1 24

11-'&

2"

= fd\ qu

Esercizio 1
Determinare 1l rango delle seguent: matrici:
0 1 -2 1
Ao L0o2 4 ®
= =
22 0 4 )
I 0 2 3
4 -2 0 1 1
B=|2 01 2 1 |eR”
0 2 2 5 1
4 v 4
0 -t
'A‘= 14 0o ¢ ¢ .cm
Lz oy
Ao 23

124
A 23

= ¥+4°‘ -ﬂ-\ ~Z.(’4+Z“2.+‘\= ~+4=0
15l = pa3

16
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