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Esercizio 6
Data la matrice
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¢ compatibile e 1n tal caso quante soluzioni

ammette:

b) s1 studimo al variare del parametro reale k gl
autovalor1 ¢ la molteplicita algebrica;

¢) s1 mdividuino 1 valori del parametro k affinché la
matrice risulti diagonalizzabile;

d) posto k= - 3 s1 scriva la matrice diagonale simile

¢ la matrice diagonalizzante.
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Prodotto scalare
E una forma bilineare simmetrica.
In questo caso s1 preferisce usare 1l sitmbolo °.
Dunque una forma bilineare simmetrica ha la
proprieta:
vew=wev VYV v.weV e la matrice di rappresentazione
¢ simmetrica.

Due vettor1 s1 dicono ortogonali se vew=0.

Dato un insieme AcV non vuoto., definiamo A-L

complemento ortogonale di A:

Al ={veV|vea=0 VacA}

Proprieta

1) AL & un sottospazio vettoriale di V:
2) A= LAk
3)AcB=BLlcAl
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Esercizio 1

Data la seguente forma bilineare in R*(R), rispetto
alla base canonica:
(X1,¥1)°(X2,¥2)=4X1Xo- X127V 1X2
a) verificare che ¢ simmetrica;
b) determinare se esistono vettori ortogonali a se
stessi;
¢) determinare 1l complemento ortogonale d1 {(3.2)}

rispetto a questo prodotto scalare.
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(x4)(%:2)= tx 3 ~ X243 = Rx-2¥-Y
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Esercizio 2
S1 determini, se esiste, 1l valore reale di k affinché 1l
V=
vettore (k, 1, 2-k, 0) di R* appartenga ad A’ dove

A= {(1.-2,1,0) , (0,3,1.0)} e 1l prodotto scalare ¢

Q1
definito componente per componente.

Z
R RS- BOMDED = Yo + YiYuk et tila
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(,4,2%0).(0,3,4,0) = 2+2-K =0
% k=5 = gei

Esercizi da svolgere
a) S1 determunu, se esiste, 1l valore reale di k affinché 1l
vettore (k, 0,2-k) di R’ appartenga ad A- dove
A= {(1.-2.-1), (0.3,0)} e 1l prodotto scalare ¢ detinito
componente per componente rispetto alla base

canonica.

b) Sidetermini per quale wvalore di kil vettore

(1k-2,0,4) di R® appartiene al complemento
ortogonale di A = {(-4,0,0, 1). (1, 1, 2, 0)} rispetto
al prodotto scalare definito componente per

componente rispetto alla base canonica.




Lezione 11 Esercitazioni di Algebra e Geometria — A.A. 2011/2012 October 28, 2011

Esercizi da svolgere:

a) In R*(R) si determini una base per A~ dove

A = L((0,1.,-1),(1,0.2)) e 1l prodotto scalare ¢ cosi
definito:(X1.y1.21) = (X2.¥2.22) = X122 T Y12+ Z1Xs .

b) In R*(R) si determini una base per A~ dove

A = {(1,0.-1,0),(0.1,0,0)} e 1l prodotto scalare ¢ cosi

definito:
(X1,V1.Z1.11) = (X2,¥2.Z2.0 X1 X0 HY1Y2 12125+ 1t

Esercizio 3 (particolare)

Dat1 M,(R) e 1l prodotto scalare tra matrict definito
nel seguente modo:
Yo%) (n
[x3 xjo(}'é

a) determinare 1l complemento ortogonale di

o (x,0
W= ‘xl,x4 eR
\ 0 x

rispetto a questo prodotto scalare;
b) esistono vettor1 ortogonali a se stessi?

X,

S

_]— XN H2X -y, - Yy
4
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Prodotto scalare definito positivo

vev>0 V veV-{0}

4 (AbL=L):;
5) V=ALa®LA).

Proprieta del complemento ortogonale

Esercizio 4

vettor1 ortogonali rispetto al prodotto

euclideo. '-j =22
V=i (% 2%3)| xz 24

&,,(( A-4,0), (o,z,l\\

A
(AA0)-(0,2 A= 101 404=-2

—‘-’)nmSaumtoga\&

Sia V={(X,y.z)| x+y-2z=0}, sottospazio vettoriale di

R’(R), si determini una base di V costituita da

scalare

12
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( X, % 2)e(4,4,0) = X 124X = 2x 22
1x= )

Cx, % Ry = x(4,4,4)
6“:-((/\,4,0\ (4,A,4\\

. ~ Esercizio 6
S1 COllSldel'lllO .

V={(x.y,z,t)| x+y+z+t=0, x+y=0 , x+z=0 x,y.z.teR }
sottospazio  vettoriale, A={(-1.1,z,t)] z, teR}
sottoinsieme di R*(R) nel quale & definito il prodotto
scalare euclideo. S1 determinino:

a) una base e la dimensione di V;

b) una base ortogonale e la dimensione di L(A);

c) una base ¢ la dimensione del complemento

ortogonale di'V ;

13
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dimensione di VAL(A);

di V.

d) una base e dimensione di V+L(A), una base e

¢) una base e la dimensione di un complemento diretto

® Voo re]
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Prodotti scalari definiti positivi

I prodotti scalar1 degli esercizi 1 e 2 sono definiti

In tal caso ¢ possibile considerare la norma de1 vettor:

definita come : ”V” =\VVoVv

Due vettort v, w di R" hanno la stessa direzione se

v=Aw con AeR.

16
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Un vettore € detto versore se la suanorma € 1.

Rispetto ad un prodotto scalare definito positivo ¢ m
V, spazio vettoriale su R, ¢ sempre possibile scrivere
un vettore w come somma di due vettor:1 uno di L(v) e

uno di {v}*‘con v vettore non nullo.

Vow vow
W = V4| w— v
Vo Vo
Vow
dove ., ¢ 1l coefficiente di Fourier di w lungo la

direzione di v,

Vow
v N\ - - . [ ] - -
Vo e la proiezione di w nella direzione di v,

Vow
Vg ttore ort |
Voy € U1l vettore ol OgOllﬂ cay.

w_

W v

17
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Esercizio 1
In R’(R) dati w=(3,-1,3) v =(0,1.1) e il prodotto
scalare € cosi definito:
(X1.¥1 .21 ) = (X2 .¥2 .22 ) = XiXo + Y12+ 2212, 11spetto
alla base canonica, s1 determuni la proiezione di w
nella direzione di1 v e s1 scriva w come combinazione

lineare di questo vettore e di uno ortogonale a v.
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Esercizio 2
In R*R) dati 1 vettori u=(1.-1,1,0), w =(1,0,1,1) e il
prodotto scalare ¢ cosi definito:
(X1.Y1.Z1.11)2(X2.V2.22.12)=2X1 X0+ 3y V2 2122+ 21 1.
S1 determimi la norma di u, la norma di w, la
proiezione di u lungo w e si scrivano u € w come
combinazione lineare di versort1 con la medesima

direzione rispettivamente di u e w.

U= (A40) \w= (4,04 A)
lul=fuu =21 31000 ¢
N =W=z\\72-4430&4¥2-\ :-E
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Una base (vy,...vy) di R" € ortogonale rispetto ad un
prodotto scalare se e solo se viv{=0 per ogni 1,)=1,....n

con 1#].

Una base (vy,...vy) di R" € ortonormale rispetto ad un
2
prodotto scalare definito positivo se e solo ¢

ortogonale ¢ vpvi=l ognii=1,...n.

Metodo di ortogonalizzazione di Gram-Schmidt:
Data una base B;=(vy,...vy) di V, se ne costruisce una

ortogonale rispetto ad un prodotto scalare definito

positivo B>=(wy,...w,) nel seguente modo:

W, =V,
VoW,
W,=V, — W
W, oW,
W, =V, V3o W g - %W W,
WioWw, W, oW,

20
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Ovviamente 11 metodo di Gram-Schmidt pud essere

usato anche per le basi de1 sottospazi vettoriali.

Esercizio 3
In RR) dati  B=((1.0,0).(0,1,0).(0,0,1)) e
B'=((1,1,0).(0,1,0),(0,0,1))e 1l prodotto scalare ¢ cosi

definito:
(X1 .V1 .21 ) « (X2 .V2 .22 ) = X1X2 T V1Y2 + 2212, s1

costruisca a partire da B una base ortonormale rispetto

a questo prodotto scalare.

"Q.{ll =1
| exf =1

M%mzww:

“esma‘iiﬂa'es = ﬁr: Bz

S wolwmelizhano ¢, (0,0,4\ -7(0,0,%:\
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