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DIAGONALIZZAZIONE DI UNA MATRICE

1) Autovalori e autovettori

Data una matrice

T B
A=| : . | eM,(R)

a a

n.l n.n

. . . - 1
diremo che AeR & un autovalore di A se esistono XeR ™,

XA0 tali che

AX=)1X.

X rappresenta la matrice delle componenti degli

autovettori.

L’ msieme degli autovettori con 0 costituisce un sottospazio

vettoriale (autospazio): V ;.

Affinché esistano delle soluzioni X tali che AX=2X, il
sistema (A-AL))X=0, (sistema lineare omogeneo) deve

ammettere soluzioni non banali. C10 accade se e solo se

det (A-).1,)=0
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Esercizio 1

Data la matrice

A= 0 2 0 | eM;(R)

a) determunare gli autovalor1 di A con le rispettive
molteplicita algebriche;
b) determinare gli autospazi relativi agli autovalori

determinati al punto a).

@ AX=AX s« df(A-3L)=o0

(A - "’"’ oo \ (2-X) (1-3)(2-)

4 2
M=t @ .:1.0,.0
A=A

Nped
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® x: AX=A X

A ) Ax.—.-z)(mﬁ\nl,)x:g

AT (11 4 o EX+Y =0 =0
(: 4 0> { (_.(f-:o x;:o

-1 O

S= {(o,o,,ola.oa] =\,
B’((°n°)“) A V,2=1 = 3,-1,

A2""“- (A+I3) X:Q

e 33\ R 4
o x-y 220 Lx=q
V,- 1(%,0,2) ) e |
Grop) & i V_‘=¥_,=‘f

+A3= 42 (A-2T3)X=0
A—zlsa(;%::\_,{-‘axq.o y=2x

XQ- = ..-x
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U, = (o, 3472) ek
(4,3 %) V= fez.”'{'

Esercizio 2

Data la matrice

(4 o -
@ 4 ©
0 4 3

a) determmare gli autovalor1 di A con le rispettive
molteplicita algebriche;
b) determinare gli autospazi relativi agli autovalori

determinati al punto a).
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® dd'(A-'A[%):‘ A4~ 0 -1 | = (4—)\2(3.))
© 4-) o
o 1 3a
. AM‘L:{ as4=2..
R T W
© A=y . (A-3IyX=0 ,4.3;3...(? o -1
l-zx-‘e o {;.,_zx o‘: g)
'3:0 -0 .
\,3 = {(d, 0, -24\]‘0\612‘5 d-’"*"l’?:ﬁi

(A"I?;\X=O A’Ig-(o ° "‘\)
0 o ©
{i:o A=0 o 4 2
3‘\‘2*90 {\’60
\/A’i(&,0,0)\J.eKR
diu.\/{=34=1
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Esercizio 3
Per quali valor1 del parametro reale h la matrice assegnata

ammette un autovalore uguale a 0?

h+1 2 2h
A‘ 1 0 1
1 1 2

AX=3X  az0 (yq0)
AX=9 dll‘A =0

S
“A-,-_-.,.:&_} =) R:.B > A agudie ©

Esercizio 4

In V(R) rispetto alla base B=(e;, e,), per quali valori del
parametro reale 4 la matrice assegnata ammette come

autovettore v= e;+e, ?

(P oV 2

) 3 a
bj& (4,4\ A"[l OJ

A= (3 2)(3)=2(3)
{‘.HQ—:) {::::;4 @=4

-4 =)
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w = 21 _5(Ao\

2) Diagonalizzazione

Teorema
Una matrice AeM(R) a coefficienti reali ¢
diagonalizzabile se e solo se:
a) det(A- AI,)=0 ammette n soluzioni reali A; (contate con
la molteplicita algebrica) e

b) la molteplicita algebrica di ciascun %; uguaglia la

dimensione dell’autospazio associato. Q, 1. = 3‘]
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® ‘4 o
~€_§2 ' A: ( 10 Aq% (A Q
. v e
A< 2

'Ae'dioxoucbh
S -
=5 A= (2590) A
13 A’S:?,
'Aw..zdiqg

o - ©

I

(1) o

o 1 4
003>
4‘l-l/z

—

==

Pe dioefm,_gl;m.:
V_z-.:{(o,o, Q) l.,}_,(o,o,«\
V- {(d)0, 4\\,..} 2 (4,94)
Vo= 4 (43, -LY 3 (3 )

>

A

ot (“’F'Y
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Esercizi da svolgere

1) Come esercizio 1 con

-3 0 0

2) Determinare gli autovalori di

eM,(R)

L) = O o

o = D

3) Per quali valor1 del parametri reale k la matrice assegnata

ammette per autovalore 2=1?

Eo1-k 1
4=|1 0 1
0o 2 1

4) I prova intermedia 2008: esercizio 5 punti a) e b).

October 24, 2011




Lezione 10 Esercitazioni di Algebra e Geometria — A.A. 2011/2012

October 24, 2011

€52 0 4
A= o A i: 4“('(.‘2\
01 4 o
31 0 2
JdiF. ot oultmralon

d.d'(-p«-u.;\::dd’ 0 1 2

o -\ 1 o
O 4 4) o
- t"&'s 4 0 ZP)

=... =z =)\ X - AFEY -\ =0
(e

-ri—-o Qo= As0
hEt Qe =) %0’8141

uow & diofa..a&’w.

U}
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Esercizio 3

6 0 6
4=[-32 3 -3|eM,(R)
30 -3

Data la matrice A:
a) determinare gli autovalori di A;
b) determinare gli autospazi associati, relative dimensioni
e base;
c) verificare che la matrice A ¢ diagonalizzabile;
d) determinare una matrice diagonalizzante P tale

A'=P"'AP con A’ matrice diagonale.

@ M(A—k:ﬂ-zb
A-kxgz ¢-» o 6

<3 32 -3
-3 0 -3
BHO) = (59| Y ¢ \:-.___ A(a-
-3 34
A:O Q,=1

;26 3 Q3=2'
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B \,: (A-ol\K=0
6Xx(2=0 =-2 )
{—3/1} ‘\’%‘3 ~22=0 &1‘1 =% ‘2 o

2% 52 =0
Vg = { (-24,4, za\\ Jéﬁ\ ng (2,4,
d:\“‘\jogi 530

\ o (R ~333)X =2

o & 2x4G2=90
A"st‘!.: (—-‘fh_ o '3\ -3h$—3%.=0 7(='Za
3 0 - -t =9
(24 B o(y\d,?e‘?.\
&:((/L,O,&) (o,%,0 d}u.\) ?392,

© P dopude. Ao &oo;\

& - (A’;‘ﬂ
7 A0
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Esercizio 4

2 0 3 0
0 -3 0 0

A= 0 0 -1 0 e M,(R)
0 5 0 2

Data la matrice A:
a) determinare gli autovalori di A;
b) determinare gli autospazi associati, relative dimensioni
¢ base;
c) verificare che la matrice A ¢ diagonalizzabile;
d) determinare una matrice diagonalizzante P tale

A'=PIAP.

October 24, 2011

@ M (Pp- ,\Q =0 , 2
\P« AL\-\2-» o 2 o () ERERN

0o -¥n ® O
o o _\,} Q
o & 0O 2.2
. )\ z) Ovy= 2

: Ats - 3 0'3-.-.4

o>3’ ’\ a""&‘
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G \,- (4\ 23 =0

30 =N e
- * ‘3 0

3 £ (d/ ) \\ ! 51\
&f (("l°l°|a{l\°l 0, f“% C; 2z

. (MoK =2

3 O S‘[\'%Q?O K -0
® O\A { =0 =0
1 o j

Q

/\
6 © Own

vio ® ©

\I-&‘{ (07 0, )| 44}
((01"4'01}“\ %—‘5" i

\,,1 B (p"\'m\/"
3 030 R 43220
© -2 0o O\ {—2*‘“’
© o © O .\3’(/0
0 g 9% S\}

\]»\’\QJ‘)OM'O\\ AQQ’\ %A”'&

(-4,0‘)\ O
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© a 2537_:1 Q_,scg_-,-.-.‘l
q,\s ?'\': 4'

®p(\_7.00 10 0-4
“lol oo =°O-'0
00—30 0004

oo o -A 04_40

Esercizio 5
Per quali valor1 del parametro reale h la seguente matrice

¢ diagonalizzabile?

A-{ih 2} € (&)
dy=3h A5 |
D w ¥ (3 ai%) N~
= Az liopanolias
- b5/, A-.-(g'sa) =5, A-sL)X=0

15



Lezione 10 Esercitazioni di Algebra e Geometria — A.A. 2011/2012 October 24, 2011

O o
3 Q)X:Q {3)\:0 X=0

Vo-{(o, )| yel]  9p=1+4q
P854 A e & liopoinalin

Esercizio 6

Data la matrice

o S T s B

o o = O
LW =

a) Si1indichi per quali valor1 di k 1l sistema

B

Ay

~ =

1\
1
3
k
¢ compatibile e 1n tal caso quante soluziom

ammette;

16
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b) s1 studino al variare del parametro reale k gh
autovalor1 e la molteplicita algebrica;

¢) s1mdividumo 1 valor1 del parametro k atfinché la
matrice risulti diagonalizzabile;

d) posto k= - 3 s1 scriva la matrice diagonale simile

¢ la matrice diagonalizzante.

A=)

l 0

A4

3
Kk

K
3

e K4ty drA 4o o p(Ae) = placiz )4
28 A e . cusnuite 410
k<td . p(8)=3 NH'Z ' o

=1.

J

2.4
o3 K ="2'(‘] )

0 -k 2
= 2 (k+d)(k-3)

-1 40|#0

03
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