Esercizio 1

~~/

In E,(R) si determini 1’equazione cartesiana del

luogo dei punti equidistanti dal punto F=(1,2) e dalla
retta y=x.

a) Si classifichi la conica cosi ottenuta;

b) Si determini I’asse e 1l vertice;

c) Si determini la circonferenza tangente alla
parabola nel vertice avente 1l centro sulla retta
x-2=0

I punti P=(x,y) hanno distanza dal fuoco:

A

v
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PF= (e 1) +(r—2)
hanno distanza dalla direttrice

y-x
J2

Dunque

Jor oy

elevando tutto al quadrato si ottiene

@ x*+2xy+y*-4x—8y+10=0

Per definizione di questo luogo si ottiene una

parabola:
(1 1 =2)
A=| 1 1 -4
-2 -4 10
il detA=... (comica generale) ¢ detA*=A=...
(parabola)

b) Per determinare 1’asse della parabola usiamo la
combinazione lineare dei diametr1 data dalla

formula:
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ajj(a; x +apy+ags) +ap(apxt apy + ax;)=0

(retta perpendicolare alla direttrice passante per il fuoco).

Intersecando 1’asse con la conica si ottiene 1l vertice

V=(.....;.....)

d) Il centro della circonferenza deve trovarsi

sull’asse (per le relazioni tra centro e retta
tangente in un punto, in questo caso V) e sulla
retta x=2 cioe C=(...;.).
La circonferenza deve passare per 1l vertice della
parabola dunque 1l raggio CV=......

Allora la circonferenza ¢ di equazione

(X —X)" + (y-yo) =1’

(x =2)*+ (y-1)* =....

Esercizio 2
In E,(R) si studi, al variare del parametro reale k, il

fascio di coniche:
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@ 6x* — 5xy - 6y -3k =0.
a)  Sidetermini il centro delle coniche;
b)  Nel caso k=1 s1 determinino le equazioni degli

asintoti, degli assi e 1 vertici della conica.

LLa matrice del fascio €:

6 —— 0
2
A= _2 -6 0
2
0 0 -3k

Il detA=-3k detA*, dove detA*=-(25/4+36), quindi

per k#... rappresentano coniche generali;

" per k=... si ottiene una conica riducibile
(3x+2y)(2x-3y)=0.
" per k#.. detA*<O0 : le coniche sono delle .......

a) Il centro ¢ fisso di coordinate (0, 0)

intersezione dei due diametri (polari di X, e Y., )
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5 5
6x- 7y =0 e -5x -6y=0.

b)  Ponendo k=1, 1 punti impropri della conica:
@: 6x*—5xy-6y° -3=0

sono [(3,2,0)] e [(2,-3,0)]; gli asintoti devono

passare per tali punti e il centro [(0,0,1)] (scritto in

coordinate omogenee):

L’iperbole con asintoti ortogonali si chiama
equilatera.
Gli1 assi sono di parametri direttor1 (1,m):

LP- . Im+ ... m=0

Quindi le equazioni sono:

x+5y=0 e S5x—y =0

[ wvertict s1 ottengono mettendo 1n sistema

I’equazione della conica con le equazioni degli asst:
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" il sistema conica e retta y=5x ha soluzioni

complesse
V, = ﬁ;s“/g V, = —iﬁ;—Siﬁ -
13713 137713 )2

= il sistema conica ¢ retta x=-5y fornisce le

coordinate dei due vertici reali:

v _[=53 .43 v (33 3
! 13’13 >l 137

B 13

Esercizi da svolgere
1) Si determinino le equazioni degli assi della conica di
equazione C: X +xy+y’-4x—4y+4=0. [3x+3y—8=0, x—y=0]
2) Si determini 1’equazione cartesiana dell’asse della
seguente parabola ¢ x*+4xy+4y*-3x+2y—5=0.
[x+2y+1/10=0]
3) Determinare la retta tangente alla conica

C: x>-2xy-y’—1=0, nel punto P=(1,0). [x+y—1=0]
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Forma canonica

x_2 + y—2 =1 ellisse
a b
2 2
x° :
— —<5 =%l iperbole
a- b
y=ax’ parabola

Data la conica di equazione

€ 31’1X2 ‘|‘231’2Xy+ 32,2y2 +2a1,3x+2 a2,3y+ a3 3 — 0,
utilizzando le informazioni ottenute
a) per le coniche a centro, dalle equazioni degli assi e
le coordinate del centro,
b) per la parabola, dall’equazione dell’asse e vertice,
s1 pud costruire un cambiamento di riferimento
cartesiano in modo che 1’equazione assuma la forma

canonica riportata.

Dobbiamo costruire un cambiamento di riferimento

cartesiano: da [O, B;] con B;=(e;,e;) base
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ortonormale, a [O’, B,] con B,=(¢';,e’,) anch’essa base

ortonormale.

Le formule sono quelle di una roto-traslazione:
X'=xcosa — ysena +a x=x'cosa+y'sena+a'
V'=xsena+ ycosa+b y=—x'sena+ y'cosa +b'

con o indichiamo I’angolo formato tra i1l primo

vettore della base B,=(e';,e’») e 1l primo vettore della

base Bi=(e,¢e,).

Esercizio 3
Data la conica di equazione
@ x°+2xy+y -4x—8y+10=0,
s1 costruisca un cambiamento di riferimento cartesiano
in modo da portare I’equazione della conica in forma

canonica.
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La conica assegnata ¢ quella determinata

nell’esercizio 1 precedente: parabola.

[L’asse ha equazione x+y-3=0 e 1l wvertice ¢

V=(5/4;7/4). Costruiamo una roto-traslazione di

origine V e angolo - /4 ( = - 45°).

( \ T , T) S
x=x'cos| —— |+ y'sen| —— |+—
(4) (4)4

= —x'sen| == |+ bm;—z-+z
i 1) 1)1

2

.

-

W2 5
X=x——p'—4=
< 2 72 4

_X'Q‘F '£+Z
ST T Ty

Sostituendo nell’equazione della conica, svolgendo

tutt1 1 conti, si ottiene

2(x')-2+2y' =0 1

v

1
da cui ey =/ (x')* |
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Esercizio 4
Data la conica di equazione
@ 4x*-y° - 8x +6y-9=0,
s1 costruisca un cambiamento di riferimento cartesiano
in modo da portare 1’equazione della conica in forma

canonica.

La conica assegnata ¢ quella di un’iperbole.
I suoi assi hanno equazione x-1=0 e y-3=0, 1l centro
C=(1,3).

Costruiamo una traslazione di origine C(angolo 0= 0°).

x=x'cos0+ y'sen0+1
y=—x'sen0+ y'cos0+3

Sostituendo nell’equazione della conica, svolgendo

o’ A

tutti 1 conti, s1 ottiene

4(x)~(y') =4

v

da cui la forma canonica:
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Esercizio 5

Data la conica di equazione

@ 5x*-6xy + 5y2 -4 =0,

s1 costruisca un cambiamento di riferimento cartesiano

in modo da portare 1’equazione della conica in forma

canonica.

L’equazione a

ssegnata rappresenta un’ellisse reale.

Il centro della conica ¢ O=(0,0) e gli assi hanno

equazioni: x+y=0 e x-y=0.

Costruiamo un nuovo riferimento cartesiano di centro

I’origine con una rotazione di -n/4= -45°.

N

( ' T ! T
x=Xx'cos| —— |+ y'sen| ——
( 4)00, ( 4j

= —x'sen| =2 |+ y'cos| — =
i 1) A
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Sostituendo le equazioni di questa rotazione del
riferimento cartesiano, s1 ottiene:
2(x")*+8(y")* - 4=0

da cui la forma canonica

v

(), O,
2 1
2

Fuochi

Dati 1 punti ciclici [(1,%£1,0)], le rette uscenti da tali
punti si dicono rette isotrope y=t i1x +atib dove
i=v-1.

I fuochi sono 1 punti d’intersezione delle rette 1sotrope
tangenti alla conica.

Ricerchiamo solo 1 fuochi reali:(-b,a).

Le polari dei fuochi si dicono direttrici.
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Esercizio 6
Determinare 1 fuochi della conica dell’esercizio 4

precedente.

Le rette 1sotrope sono y= iXx +q € y=-ix+q  con
g=a+ib. Mettiamo in sistema
@ 4x*-y*-8x+6y-9=0 cony=ix+tq
ottenendo 1’equazione:
4x* — (ix+q)” - 8x +6(ix+q) -9 =0
Svolgendo i conti, ricordando che i*=-1 e ordinando
secondo le potenze decrescenti di x:
Sx*+2x(-iq+3i-4)-q"+5q-9=0 (&)
Le rette 1sotrope devono _essere tangenti: impongo
all’eq. (&) che A/4=0:
(-iq+3i-4)*-5(-q*+5q-9)=0.

Svolgendo i conti e semplificando per 4 ottengo:
q*+2q(i-3)-6i+12=0

equazione di 2° in q; determiniamo 1 valori di q:
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poiché A/4=(i-3)*+6i-12=-4
qi2= 3-1 £21.
Le rette isotrope tangenti sono:
y=1x+3+1 e y=-1x+3-1 con y=1x+3-31 ¢ y=-1x+3+31.
I due fuochi reali hanno coordinate (-b,a):

Fi=(-1,3) e F2=(3.3).
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