Esercizio 1 (sistema omogeneo)
Discutere al variare del parametro k reale 1l sistema:

kx, + kx, + 2kx, + kx, =0
kx, +(k—Dx, + kx, =0

kx, +(k+2)x, =0
e risolverlo per k=2.
n=4 , m=3
La matrice incompleta del sistema ¢:

k k 2k k
k0 k-1 k

ha rango 3 se e solo se
0 k k+2 O

il determinante del minore estratto togliendo la quarta
colonna (1dentica alla prima) ¢ diverso da O.

k k 2|10 k k+]
k k+1
k 0 k=1=k 0 k-1|= =%k

k k+
0 k k+2 [0 k k+2

: kj =0 (k42 —k—1) =

1 k+

Per k#0 1l rango ¢ 3=r. Per k=0 il rango ¢ 1=r.

Dunque:
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1) per k=0 il sistema ha oo""=c0""=0' soluzioni

(dipendenti da un parametro);
2) per k=0 il sistema ha oo"'=w*'=0’ soluzioni

(dipendenti da 3 parametri).

Per k=2 1l sistema diventa:

2x,+2x, +4x, +2x, =0 X +x,+2x,+x,=0
2x1 + X5 + 2x4 =0 equivalentea 2X1 +X; + 2x4 =0
2x, +4x,=0 x,+2x,=0

risolvendolo si ottiene:

X =74
x,=0

ponendo X4=a S={(-a,0,0,a)jac R}

x, =0

Osservazione 4

a) Le soluzioni di un sistema lincare omogeneo
costituiscono un sottospazio vettoriale di R" :

S = L(S).
b) Le soluzioni di un sistema lineare non_omogeneo
non_costituiscono un_sottospazio di R" ; si potra
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costruire la copertura lineare dell’insieme delle
soluzioni S e

S < L(S).

Osservazione 5

Dato un sistema lineare non omogeneo compatibile, le
sue soluzioni possono essere ottenute sommando alle
soluzioni_del sistema lineare omogeneo associato
una soluzione particolare del non omogeneo.

Esercizio 2 (sistema lineare non omogeneo)

Discutere e risolvere, se possibile, 1l sistema:

-

X, +x;,=0

X +x,+2x,=0
<
2x,+3x,=0

13X, +x, +5x; =5

La matrice incompleta del sistema ¢: ed ha

w O = O
e \® I e e
hn W N =

rango 3.
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Mentre la matrice completa del sistema ¢:

0

1
0
3

1
1
2
1

1
2
3
5

0

0
0
5

ed ha rango 4. Sistema incompatibile.

Esercizio 3 (sistema lineare non omogeneo)

Discutere e risolvere, se possibile, 1l sistema:

-

La matrice incompleta del sistema ¢:

2x, +3x, =2
X +x,+2x,=3
X, +x;=1

13X, +x, +5x; =7

w o = O

p—Ap—A;—A[\)

rango 3. La matrice completa del sistema ¢:

Dn - N W

ed ha
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2
1
1
1

Dnh — N W

2
3
1
7

w O = O

ed ha rango 3 perche¢ 1l suo determinante ¢ nullowerifica).
Per 1l teorema di Rouche-Capelli il sistema ammette
soluzioni. Poiché 1l numero delle incognite coincide
con 1l rango otterremo una sola soluzione.

Estraggo un sistema principale equivalente:

[ 2x, +3x,=2

.

X +x,+2x,=3

X, +x;=1

\

Questo ¢ un sistema di Cramer e puo essere risolto

con 1l metodo di Cramer:
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e la soluzione é:

2
A, X, =—
X1:W 11
x2=%i‘ cioe 172 7 (1_) S={(23190)}
2l

0 2 3
‘A‘ =|1 1 2/=1 determinante della matrice de1 coefficienti di x,
0 1 1
2 23 0 2 3 0 2 2
A41=3 1 21=2 |4, |=1 3 2=1 4. =1 1 3=0
1 1 1 0 1 1 0 1 1

S non ¢ sottospazio vettoriale di R°.

Nel caso di sistemi compatibili si pud sempre usare 1l
metodo di Cramer a patto che si isolino le incognite
principali da quelle che fungeranno da parametri nel

sistema principale equivalente scelto.
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Esercizio 4 (sistema lineare non omogeneo)
Discutere e risolvere, se possibile, 1l sistema:

(X, +x, +5x, =4

T X=X, +x,=0

2x, —x, +4x; =2

1 1T 5
: : : =11
La matrice incompleta del sistema ¢: s i 4 ed ha

rango 2 (perché 1l det. € nullo e |As33/#0). La matrice

1 1 5 |4
| D T T
completa del sistema ¢: » 1 a4 b

((IV)colonna = 2 (I)colonna+2(II)colonna)

¢ continua ad avere rango 2 perché entrambi 1 minori
di ordine 3 che orlano Aj; hanno determinante nullo

(thm. degli orlati).

11 sistema avra oo- =o' soluzioni.
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Un sistema principale equivalente ¢:

{xl+x2=4—5x3 X +x,=4-5x

ponendo x; =«
X, — X, ==X,

X —X,=—«
dove le incognite principali sono x; € Xo.
Posso risolvere 1l sistema con qualsiasi metodo, ma

visto che in quest’ultima versione ¢ un sistema di

Cramer, calcolo:

i -2

45 1

1

J =-4+5a+a=6c-4
_a —_

\ ba-s 4+5a=4a—4
= =-0— — —
A=

Da cui:
X1= (6a-4)/(-2)=2-3a, Xo= (4a-4)/(-2)=2-2a, X3=
0SS18 S={(cesgeeeses.) [ER}.

S non ¢& sottospazio vettoriale di R°.
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Esercizio 5 (sistema lineare non omogeneo)

Discutere e risolvere, quando possibile, il sistema:

-

y+hz=1-h
12x+(h-3)y+4z=h+1 heR
x+hy—hz=1
0 1 h
La matrice incompleta del sistema é: 1 h/;:; 4h

Il rango di tale matrice ¢ 3 se e solo se i1l determinante

(h+4)(h+1) ¢ diverso da 0.

e Per h# ... e h# ... ovviamente la matrice completa
avra anch’essa rango 3, dunque 1l sistema risultera
di Cramer e avra una sola soluzione.

e Per h=... il rango della matrice incompleta ¢ 2.

La matrice completa del sistema ¢:
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0O I -4 |5

2 =7 4 |3
| -4 4 |1 ed ha rango 3.

Sistema incompatibile.
e Per h=... il rango della matrice incompleta ¢ 2.
La matrice completa del sistema ¢:

0O 1 -1 2

2 =4 4 |0
11 1 h ed ha rango 3.

Sistema incompatibile.
Per h# ... e h# ... calcoliamo la soluzione con il
metodo di Cramer:

1-h 1 h
Ax|=\h+1 h=-3 4|=(h+1)(2h*-h+4)
1 h  —h
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0 1-h &
Ay|=12 h+1 4 |=(1-h)3Bh+4)

1 1 —h
0 1 1-h

[Az|=2 h=3 h+1=(1-h)(h+2)
1 & 1

Dunque la soluzione ¢:
C|Ax (R DR —h+4) (2K —h+4)
4 bR+ (h+4)
| a-mEh+4
4 (ke H (1)

\Az\ (1-h)(h+2)
Al (h+4)(h+1)

; (2K —h+ 4 (=nGh+4) (-h))+2) her
(h+4) ~(h+Dh+1) (h+d)h+1)

Esercizio 6 (sistema lineare non omogeneo)

Dato 1l sistema:
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-

x=2+a

-

—x+(a+Dy+(a+Dz=-1 aeR

2x+2y+az=1

al variare del parametro a:

a) discutere e risolvere 1l sistema omogeneo associato;
b) discutere 1’esistenza delle soluzioni del sistema non
omogeneo dato;

c) risolvere 1l sistema per a=-1.

Risoluzione punto a)

1 0 0
S . | -1 a+l a+l
La matrice incompleta del sistema ¢ , a2 ¢
a

Il determinante ¢ (a+1)(a-2) e risulta diverso da 0 se
a%... € a%....
In tale caso il rango della matrice € 3 e 1l sistema

omogeneo ammette solo una soluzione cio¢ quella

banale: S={(.cyeese.) }.
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Per a=... la matrice diventa:

1 0 O
-1 0 O : . :
s o di rango 2. Il sistema omogeneo associato

avra dunque o' soluzioni. Estraggo un sistema

principale equivalente dal sistema omogeneo

associato:
(x=0
x=0 q

onendoy=a <y=

{2x+2y—z=0p Y 4
\z=205

S={(ceegeeeseeec)|ER }.

1 0 O

Per a=... la matrice diventa: _21 z ; di rango 2. Il

: : \ 1
sistema omogeneo associato avra dunque o
soluzioni. Estraggo un sistema principale equivalente

dal sistema omogeneo associato:
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(x=0

=0 d J
onendoy =« =
2x+2y—|—2z:Op Y Y

Z=-
L

S={(..e5eees...) |0€R }.
Risoluzione punto b)
Studiamo ora la matrice completa del sistema:
1 0 0 _2+a

—1 a+1 a+1 | -1
2 2 a 1

Poiche¢ 1l rango massimo di questa matrice € 3 ¢ chiaro

che per a#... e a#... il rango di A|B ¢ 3.

Per a=...
1 0 0 |1
-1 0 0 -1
7 2 1 |1 ha rango 2 (2 righe linearmente indipendenti).
Per a=...
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1 00 |4
-1 3 3 |-1
7 2 9 |1 ha rango 3.

Discussione del sistema:

per il teorema di Rouche-Capelli

per a#... e a#... il sistema dato avra una sola soluzione;
. . X 1 . .
per a= ... il sistema dato avra co" soluzioni;

per a=... il sistema dato non avra soluzione.

Risoluzione punto ¢)

Per a=-1 il sistema diventa:

-

x=1

T —x=-1 , : ..
e usando l’osservazione 5 s1 ricava
2x+2y—z=1

immediatamente che una soluzione particolare ¢
(1,0,1). Le soluzioni del sistema sono tutte e sole

quelle ottenute sommando alle soluzioni del sistema
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lineare omogeneo associato (vedi a) una soluzione
particolare del non omogeneo

S={(1,...,....)Ja€eR}.

Esercizi da svolgere

1) S1 determini per quali valori reali di a 1l seguente
sistema ammette delle soluzioni reali:

(a-1)x + y+z=1
2x+2y+2z=3

acR

2) Discutere la compatibilita dei seguenti sistemi:

hx+y=0 Y s =0
x+(h-1)y=0 heR {( tyxty=4z=0, o
33+ 2hy =0 X+y+2kz=0

3) Dato il seguente sistema (4 incognite):

2x-y-z+t=0 a) si discuta la compatibilita del sistema
y—z=2 omogeneo associato;
) Dxt+ky=Fk keR b) si discuta la compatibilita del sistema;
c) sirisolva il sistema per k=-2,
| x—z+i=1
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